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Resumen

En este art́ıculo presentamos algunos resultados sobre la existencia
de soluciones positivas para ecuaciones diferenciales de segundo orden
(1-dimensional) con término no-lineal de la forma λm(x)f(u), donde
m es discontinua y cambia de signo.

Abstract

In this paper we present some results about the existence of positive
solutions for second order differential equations (1-dimensional) with
nonlinear term of the form λm(x)f(u), where m is discontinuous and
sign changing.

*2000 Mathematics Subject Classification. 34B15, 34B18, 34B09

**Key words or phrases: indefinite discontinuous nonlinearities, positive solutions,
boundary value problems.

1



1. Introducción

Problemas con no linealidades indefinidas han sido estudiados por S.
Alama, M. del Pino, G. Tarantello [1], [2], [3], H. Berestycki, I. Capuzzo-
Dolcetta, L. Nirenberg [10], D. Papini, F. Zanolin [22], [23], [24], K. Chang
y M. Jiang [18]. El caso de valores propios para pesos indefinidos fue estu-
diado por Anane, Chakrone y Moussa [8], M. Cuesta [19]. Cuando las no
linealidades son indefinidas y discontinuas han contribuido también M. C. y
S. González [11]. El caso de ecuaciones semilineales eĺıpticas con no linea-
lidades discontinuas ha sido estudiado extensamente por A. Ambrosetti, C.
Stuart, M. Badiale, M. Struwe, D. Arcoya, etc, mirar por ejemplo [4], [25],
[7], [6], [9] para una bibliograf́ıa más extensa. Para los casos donde las no
linealidades aparecen con peso observar [12], [20].

Ahora estudiamos la existencia de soluciones positivas para problemas con
valores al borde de la forma:

(1.1)

{
−u′′ = λm(x)f(u) 0 < x < 1

u(0) = u(1) = 0

donde λ > 0, m ∈ PC([0, 1])1, m cambia signo y f es una función no lineal
con condiciones de crecimiento en cero y en el infinito.

Por facilidad vamos a suponer:

(1.2) m : (0, 1) 7→ R

tal que

m(x) =

{
1 si 0 < x < α
−1 si α < x < 1

con α ∈]0, 1[.
Consideraremos las siguientes hipótesis sobre f ∈ C2

(A) f es tal que:

(1.3) f ′′(s) > 0 para s ≥ 0

1PC([0,1]) es el conjunto de las funciones reales continuas por tramos definidas en el
intervalo [0,1].
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(1.4) f(0) = 0

(1.5) f(s)− sf ′(s) < 0 para s > 0

(B) f verifica las siguientes hipótesis:

(1.6) f(0) = 0

(1.7) Existe s0 > 0 tal que f ′′(s) > 0 para s ∈ [0, s0) y

(1.8) f ′′(s) ≥ 0 para s ∈ [s0, +∞)

(1.9) f(s)− sf ′(s) > 0 para s > 0

Observación 1.10 Para la obtención de nuestros resultados hemos seguido
las ideas desarrolladas por A. Castro, R. Shivaji y A. Kurepa en [13], [16],
[17] y [14] donde estudian la existencia de soluciones no negativas para pro-
blemas de tipo semipositone. Es importante considerar los trabajos de D.
Papini y F. Zanolin [22], [23], [24] donde ecuaciones (1-dimensional) no
lineales con peso indefinido son estudiadas; ellos, sin embargo, consideran
pesos al menos continuos. Tomen en cuenta [23] para un estudio histórico,
problemas relacionados, bibliograf́ıa más extensa y aplicaciones a la ecuación
de Hill.

2. El resultado principal

Antes de enunciar el teorema fundamental del trabajo introduzcamos una
definición de solución para (1.1).

Definición 2.1 Diremos que u ∈ C([0, 1]) es una solución de (1.1) si u ∈
C2(]0, α[∪]α, 1[) y verifica (1.1) salvo el punto de discontinuidad.

Observación 2.2 En general, las soluciones definidas como en (2.1) pueden
ser llamadas soluciones del problema a “k más dos puntos” si k son los
puntos de discontinuidad de m, en el caso particular que nos ocupa po-
dŕıamos llamarla solución del problema de “tres puntos”, u(0) = u(1) = 0 y
ĺımt→α− u(t) = ĺımt→α+ u(t).
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Teorema 2.3 Sea f ′(s) > 0 para s ≥ 0,

(a) Si las hipótesis [A] se verifican y ĺıms→∞
f(s)

s
= +∞ entonces existe

λ∗ > 0 tal que (1.1), tiene al menos una solución positiva para λ ∈ (0, λ∗).

(b) Si las hipótesis [B] se verifican y ĺıms→∞
f(s)

s
= C, (C una constante) y

4f ′(0) > C, entonces existen constantes 0 < λ < λ tales que (1.1) tiene
al menos una solución positiva para λ ∈ (λ, λ) = Λ.

Observación 2.4 Las soluciones obtenidas en el teorema anterior, general-
mente, no son soluciones en el sentido de las distribuciones aunque lo son
en el sentido casi todo punto.

3. Demostración del Teorema

Para la demostración del teorema (3.34) nosotros transformamos el pro-
blema (1.1) en:

(3.1)

{
−u′′ = λf(u) 0 < x < α
u(0) = 0, u(α) = ρ

(3.2)

{
u′′ = λf(u) α < x < 1
u(α) = ρ, u(1) = 0

con ρ > 0.

Observación 3.3 Si permitimos que ρ ≥ 0, entonces las soluciones serán
no-negativas y si ρ es simplemente un real la solución podrá cambiar signo.

Lema 3.4 Si las ecuaciones con condiciones al borde (3.1) y (3.2) tienen
solución entonces (1.1) también lo tendrá (en el sentido de la definición
2.1).

Estudiaremos ahora las soluciones de los problemas (3.1) y (3.2), para lo
cual primero analizaremos la ecuación de (3.1).

Si multiplicamos por u′ y luego integramos la ecuación de (3.1) obten-
dremos:
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(3.5) −u′2

2
= λF (u) + k,

donde

(3.6) F (u) =

∫ u

0

f(s)ds

Como f(s) > 0 para s > 0, u es cóncava y por lo tanto buscaré soluciones
positivas de (3.1) tal que u(α) = ρ y u′(α−) = 0.

Proposición 3.7 Si las hipótesis de la parte a) del teorema se verifican en-
tonces existe λ∗ > 0 tal que (3.1) tiene al menos una solución positiva, u,
para todo λ ∈]0, λ∗[. Además la solución u cumple: u(0) = 0, u(α) = ρ
(ρ = supx∈(0,α) u(x)) y u′(α−) = 0

Demostración: De (3.5) y u′(α−) = 0

(3.8) u′2 = 2λ[F (ρ)− F (u)].

De la positividad y concavidad de u en ]0, α[ tenemos que:

(3.9) u′(x) =
√

2λ[F (ρ)− F (u)],

(3.10)
du√

F (ρ)− F (u)
=
√

2λdx,

que integrando nos produce:

(3.11)
√

λ =
1√
2α

∫ ρ

0

du√
F (ρ)− F (u)

.

Definamos la función G como sigue:

(3.12) G(ρ) =
1√
2α

∫ ρ

0

du√
F (ρ)− F (u)

.
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Si en la fórmula anterior se hace el cambio de variables u = ρv la función G
viene transformada en:

(3.13) G(ρ) =
ρ√
2α

∫ 1

0

dv√
F (ρ)− F (ρv)

.

De la hipótesis (1.5), f(s) − sf ′(s) < 0, se puede probar fácilmente que:
dG
dρ

< 0 para ρ > 0.
Por otro lado podemos demostrar que:

(3.14) G(ρ) ≤ ρ

α
√

2F (ρ)

∫ 1

0

dv√
1− v

,

y por lo tanto

(3.15) G(ρ) ≤ ρ
√

2

α
√

F (ρ)
,

Y como hemos supuesto ĺıms→+∞
f(s)

s
= +∞ de la fórmula (3.15) nosotros

obtendremos que:

(3.16) G(ρ) → 0, cuando ρ → +∞.

De esto es claro que la proposición (3.7) viene inmediatamente. �

Observación 3.17 La fórmula definida en (3.12) está relacionada con una
dada por los autores Manásevich y Zanolin denominada Time-mapping, mi-
rar [21].

Proposición 3.18 Bajo las hipótesis de la parte a) del teorema, es decir
las mismas de la proposición (3.7), el problema (3.2) tiene al menos una
solución positiva para todo λ ∈]0, λ∗[.

Antes de demostrar la proposición notemos lo siguiente:

Observación 3.19 Buscamos soluciones del problema (1.1) al menos conti-
nuas en [0, 1]; por tanto ρ = supx∈]α,1[ u(x) y entonces la solución de (1.1)
no es diferenciable en α pues debe verificar la ecuación de (3.2). Del razo-
namiento anterior deducimos que cualquier solución de (1.1) en el sentido
de la definición 2.1 debe verificar (3.2) con u′(α+) < 0
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Demostración: Demostremos la proposición (3.18).
Si tomamos en cuenta la observación (3.19) nosotros debemos suponer que
existe al menos un α̂ ∈ R− tal que:

(3.20) u(α+) = α̂ρ

De la ecuación (3.2) y siguiendo el procedimiento de la demostración de la
proposición (3.7) se tiene que:

(3.21)

∫ ρ

0

du√
(α̂ρ)2 − 2λ(F (ρ)− F (u))

= 1− α

Para que la proposición (3.18) quede demostrada nos basta probar que efec-
tivamente existe un tal α̂ ∈ R− tal que para todo λ ∈]0, λ∗[ la integral de
la fórmula (3.21) alcance el valor 1− α, con α ∈]0, 1[ . Definamos la función

Ĝλ(ρ) de la forma siguiente:

(3.22) Ĝλ(ρ) =

∫ ρ

0

du√
(α̂ρ)2 − 2λ(F (ρ)− F (u))

que con el cambio de variables u = ρv se transforma en:

(3.23) Ĝλ(ρ) = ρ

∫ 1

0

dv√
(α̂ρ)2 − 2λ(F (ρ)− F (ρv))

De la prueba de la proposición (3.7) se puede deducir que:

(3.24)
√

λ ≤ ρ
√

2

α
√

F (ρ)
.

En efecto, mirar la desigualdad (3.15) para una prueba.
Tomando en cuenta (3.24) y luego de algunos cálculos podemos llegar a:

(3.25)
1

|α̂|
≤ Ĝλ(ρ) ≤ 1√

α̂2 − 4
α2

Por lo tanto para que se verifique la proposición (3.18) se debe cumplir:

(3.26)
1

|α̂|
≤ 1− α ≤ 1√

α̂2 − 4
α2
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para α ∈]0, 1[.
Y aśı α̂ debeŕıa cumplir con las desigualdades:

(3.27) |α̂| ≤

√
1

(1− α)2
+

4

α2
,

(3.28) |α̂| ≥ 1

(1− α)
,

y

(3.29) |α̂| > 2

α
,

que se verifican fácilmente. �

Proposición 3.30 Supuestas las hipótesis de la parte b) del teorema (3.34),
entonces existen constantes 0 < λ < λ tales que (3.1) tiene al menos una
solución positiva para λ ∈ (λ, λ) = Λ.

Demostración:
Se sigue el razonamiento de la demostración de la proposición (3.7) hasta

llegar a:

(3.31) G(ρ) =
ρ√
2α

∫ 1

0

dv√
F (ρ)− F (ρv)

.

De la hipótesis f(s)− sf ′(s) > 0 (1.9) se tiene que dG
dρ

> 0, es decir, G es
creciente y por tanto:

(3.32)
1

α2f ′(0)
≤ λ ≤ 4

α2C
.

Y puesto que 4f ′(0) > C entonces existen constantes 0 < λ < λ tales que
para todo λ ∈ (λ, λ) el problema (3.1) tiene al menos una solución positiva.
�
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Proposición 3.33 Bajo las hipótesis de la proposición (3.30) el problema
(3.2) tiene al menos una solución positiva para λ ∈ (λ, λ).

Demostración: Se aplica el razonamiento de la demostración de la proposición
(3.18). �

Ahora estamos en capacidad de probar el teorema ya enunciado:

Teorema 3.34 Sea f ′(s) > 0 para s ≥ 0,

(a) Si las hipótesis [A] se verifican y ĺıms→∞
f(s)

s
= +∞ entonces existe

λ∗ > 0 tal que (1.1), tiene al menos una solución positiva para λ ∈ (0, λ∗).

(b) Si las hipótesis [B] se verifican y ĺıms→∞
f(s)

s
= C, (C una constante) y

4f ′(0) > C, entonces existen constantes 0 < λ < λ tales que (1.1) tiene
al menos una solución positiva para λ ∈ (λ, λ) = Λ.

Demostración:
La parte a) sigue de las proposiciones (3.7) y (3.18), y la b) viene de las

proposiciones (3.30) y (3.33).
�

Observación 3.35 Extensiones del problema al caso del operador p-Laplaciano
en una dimensión podrán ser hechos y seguramente resultados similares serán
obtenidos.
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dad de Viena y del Instituto Pauli de la Universidad de Viena.
Financiado parcialmente por Alfa Project Partial Differential Equations in
Industry and Engineering y Escuela Politécnica Nacional.
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